Aktivnost 14

Piranski sladoledar;i

Sladoledarji: ko ga najbolj potrebujes, ga ni nikjer. RazisS¢imo in bomo videli, da je
razporejanje sladoledarjev v resnici zelo teZak problem. Racunalnikarji vedo povedati
celo, da gre prakti¢no za najteZzji problem, kar jih sploh je.

Namen

Ucenci spoznajo Se en problem iz teorije grafov.

Prvi¢ vidijo primer problema, ki ga je zelo teZko resiti; ko poiScejo doloceno resitev, ne
vedo, ali je optimalna ali ne.

Vidijo, da lahko sestavijo nalogo, ki jo sami znajo preprosto resiti, za druge pa je tezka.
Na ta nacin spoznajo koncept enosmernih funkcij. Uporabili ga bomo kasneje, pri
kriptografiji.

Trajanje

Ena ura

Potrebscine

Vsak otrok potrebuje

* polo z nalogo,
* Zetone, figurice ali kaj podobnega za oznacevanje vozlis¢.

Ucitelj potrebuje

* prosojnico z resitvijo in sestavljanjem naloge.
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Piranski sladoledaryji

Na listu je zemljevid Pirana (morda ni najbolj natanc¢en, morda pa v resnici sploh ne gre
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Poleti je v mestu veliko otrok, Zeljnih sladoleda, zato bo potrebno po mestu razpostaviti
sladoledarje. Radi bi jih imeli toliko, da bi bilo do najbliZjega sladoleda vedno potrebno
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Koliko sladoledarjev potrebujemo in kam jih je potrebno postaviti? Poskusi resiti nalogo
s ¢im manj sladoledarji.

1. Razdeli otroke v male skupine (lahko pa delajo tudi posami¢no), razdeli jim pole
in oznake (Zetone, gumbe, figurice...). Pojasni jim nalogo.
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kaj si pokril in kaj je Se nepokrito.

3. Otroci naj poskus$ajo razli¢ne razporede sladoledarjev. Ko bodo nasli postavitve,
da so sladoledarski vozicki dragi in naj poskusijo
zmanjsati njihovo Stevilo.

4. Cez nekaj ¢asa lahko otrokom poves, da je
najmanjSe potrebno Stevilo sladoledarjev za ta
zemljevid je Sest (reSitev je na desni) in jih izzovi,
naj jih razporedijo. IzkaZe se, da jo je Se vedno
tezko najti in nekateri bodo obupali. Celo resitev z
osmimi ali devetimi sladoledariji je kar tezko
poiskati.

5. Pokazi otrokom, kako so sestavljalci sestavili
nalogo.
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b. Vsakemu kriZi$¢u so dorisali nekaj kriZis¢
(pokatzi sliko); ocitno je, da za reSitev zadoSca
Sest sladoledarjev.

c. Nato so povezovali neizbrana, ¢rna vozlis¢a, da
so skrili pravo reSitev. Pazi, bela mora$ pustiti

pri miru in tudi novih ne sme$ dodajati. Oc¢itno
je reSitev naloge - kriZisca, na katera je
potrebno postaviti sladoledarje, enaka kot pre;j.

6. Naj si vsak otrok izmisli svoj zemljevid mesta. NariSe
naj prazne kroge, doriSe nove in jih pobarva, poveze



pobarvane kroge in nato pobarva Se kroge, na katerih bodo morali stati
sladoledarji. Nato naj si soSolci izmenjajo naloge.

7. Opozori jih, da jim je pravkar uspelo nekaj zanimivega: sestavili so naloge,
katerih resitev sami poznajo, soSolcem pa jih je tezko najti. Povej, da se takSne
reci pogosto uporabljajo za Sifriranje besedil, ki ga bodo spoznavali ¢ez nekaj
tednov.

Pogovor

Spodnji pogovor je primeren za nekoliko starejse otroke. Za mlajsSe ga seveda ustrezno
poenostavi.

S problemi, podobnimi temu, se pogosto srecujemo v vsakdanjem Zivljenju: kako dobro
razpostaviti poStne nabiralnike in bankomate, kje naj bodo avtobusne postaje in tako
naprej. Resni¢ni zemljevidi niso sestavljeni s trikom, zato reSitve ne poznamo vnapre;j.
Kako bi se lotili reSevanja takSnega problema?

Na prvi pogled bi kdo rekel: pa poskusimo vse moZne postavitve sladoledarjev in
poglejmo, katere izmed pravilnih resitev zahtevajo najmanj sladoledarjev. Pa poglejmo:
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obratno. V resnici je postavitev dveh sladoledarjev 325. Vendar tudi dva nista dovolj.
IzkaZe se, da je razli¢nih postavitev treh sladoledarjev Ze 2600, Stirih 14.950, petih
65.780, Sestih pa Ze 230.230. Vseh postavitev z enim, dvem, tremi, Stirimi, petimi ali
Sestimi sladoledarji skupaj je 313.912.
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sladoledarjev postavimo Ze na vec kot 102° nac¢inov (to je 1 in dvajset nicel). Otrokom
napisi to Stevilko (z vsemi ni¢lami), da bodo videli, kako brezupna bi bila ta naloga.

Podobno hudih problemov, kot so sladoledarjevi, je Se veliko. Postopkom, ki taksne,
tezke probleme reSujejo tako, da lepo po vrsti poskusijo vse resitve, pravimo postopki
po metodi grobe sile. Vidimo pa, da ti delujejo le, dokler so problemi dovolj majhni.

Recimo, da imamo racunalnik, ki lahko v eni sekundi preskusi milijon razporeditev
potrebuje dvajset sladoledarjev, bi racunalnik iskal pravilno razporeditev 16 bilijonov
let, to je, 16 milijonov milijonov let. To je malo dlje ¢asa, kot je staro vesolje!

Algoritmi z metodo grobe sile so oCitno prepocasni. Kako se tedaj lotiti takSnih
problemov? Se spomnimo blatnega mesta? Tam smo se naucili preprostega postopka:
vedno smo asfaltirali najkraj$o pot. Ce je bila nepotrebna, pa smo vzeli naslednjo
najkrajSo in tako naprej, dokler niso bile povezane vse hiSe. (Postopkom, ki delujejo na
tak nacin, da v vsakem koraku pograbijo tisto, kar je v dani situaciji najboljse, pravimo
poZresni postopki.) Ne bi bilo mogoce tu narediti kaj podobnega? Morda postaviti prvega
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najvec ulicami, razen ¢e tam ne bi bilo potreben in tako naprej? Ne, to Zal ne bi delovalo.
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sploh ni bilo potrebno postaviti sladoledarja!

Kako pa tedaj? Imamo kak drug postopek, ki nalogo resi v doglednem casu. Odgovor je
zanimiv: nimamo in ne vemo, ali ga samo Se nismo odkrili, ali pa je v resnici nemogoce
izumiti boljsi postopek.



Za kaj gre?

Tako kot iskanje optimalnega barvanja grafov je tudi iskanje optimalnih poloZajev
sladoledarjev (ali, kot se problemu rece v matematiki, problem dominantne mnoZzice
vozli§¢, dominating set problem) NP-poln problem.

Kaj so NP-polni problemi? Obstajajo problemibh, ki jih je moZno resiti v linearnem ¢asu:
¢e imamo dvakrat vecji problem (recimo dvakrat vec tock), za reSevanje potrebujemo
dvakrat toliko ¢asa. Imamo probleme, ki zahtevajo kvadratni ¢as: kakorkoli zvito si
izmislimo algoritem, bo za dvakrat vecji problem potreboval vsaj Stirikrat vec casa, za,
recimo, Sestkrat vecji problem pa Sestintridesetkrat. Nekateri algoritmi zahtevajo
kubicni ¢as in za dvakrat vecji problem potrebujejo osemkrat daljsi ¢as. Lahko si
predstavljamo algoritem, pri kateri bi bil ¢as izvajanja sorazmeren sedemnajsti potenci
velikosti problema, n17.

Za taksne algoritme pravimo, da zahtevajo polinomski ¢as. In to smo Se pripravljeni
poZreti. TakSnim problemom pravimo, da spadajo v razred P, to je razred problemov, ki
so resljivi v polinomskem Casu. Problemati¢ni pa so algoritmi, ki zahtevajo eksponentni
cas, npr. 2. Pri teh se €as reSevanja podvoji z vsako dodatno tocko.

Problem sladoledarjev je Ze tak$en. Ce ga reSujemo z grobo silo, se (z malo zaokroZzanja)
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Skoc¢imo (a ne pregloboko!) v teorijo. Recimo, da od nekod dobimo domnevno resitev
problema sladoledarjev. Ali je reSitev pravilna ali ne, lahko hitro preverimo: gremo po
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Alan Turing, eden zacetnikov teorije izracunljivosti, ki se ukvarja s tem, kakSne
probleme je mogoce reSiti in v kakSnem casu, si je izmislil stroj, ki ga danes imenujemo
nedeterministi¢ni Turingov stroj. Z malenkost (a ne veliko) poenostavljanja si lahko
predstavljamo, da nedeterministi¢ni Turingov stroj najde reSitev vsakega problema v
polinomskem casu, vendar le, ¢e znamo v polinomskem ¢asu preveriti, ali je reSitev
pravilna. Deterministicni Turingovi stroji znajo narediti vse, kar znajo obicajni
racunalniki (in obratno, vendar le, ¢e bi imeli racunalniki neskon¢en pomnilnik).
Nedeterministi¢nih pa, Zal, ni in si jih je Turing kratkomalo izmislil. Nedeterministi¢ni
Turingov stroj bi namrec zahteval "preroka” (angl. oracle), ki bi v nekaterih trenutkih
stroju priSepnil, po kateri poti naj se izvaja program.

Problemom, ki jih je mogoce z nedeterministi¢nim Turingovim strojem resiti v
polinomskem ¢asu, pravimo NP problemi (nedeterministo¢no polinomski problemi).
Med njimi so tudi vsi problemi, ki jih je mogoce resiti v polinomskem ¢asu tudi z
deterministi¢nimi Turingovimi stroji ali, po domace, obi¢ajnimi racunalniki. Za nekatere
probleme pa ne poznamo nobenega postopka, ki bi zahteval le polinomski ¢as
(spomnimo se Se enkrat: taks$nih, pri katerih €as reSevanja naras¢a samo linearno ali
sorazmerno s kvadratom, kubom, petnajsto, sedemnajsto ali katerokoliZe potenco
velikosti problema). Tak$nim problemom pravimo NP-polni problemi (NP-complete
problems).



Tocneje, za NP-polne probleme velja tole: problem je NP-poln, ¢e lahko vanj (v
polinomskem c¢asu) prevedemo druge probleme. Oba teZka problema, ki smo ju
spoznali, barvanje zemljevidov in razpostavljanje sladoledarjev, sta NP-polna problema.
To pomeni, da lahko problem sladoledarjev reSimo tako, da pobarvamo ustrezno
sestavljen zemljevid; barve drzav nam bodo povedale, kam postaviti sladoledarje.
(Pretvarjanje med problemoma ni trivialno, zemljevid, ki ga dobimo, je morda ogromen
in barve je morda potrebno brati na kak zapleten nacin, a pomembno je, da pretvorba
obstaja in zahteva samo polinomski ¢as.) In obratno, barvanje zemljevidov lahko
spremenimo v zemljevid mesta, v katerem iz postavitve sladoledarjev uganemo barve
drzav na prvotnem zemljevidu.

Ce tole malo premislimo, smo prisli do neéesa jako zanimivega. Vsi NP-polni problemi se
prevedejo en na drugega. Zveni imenitno. Ce bi nekdo odkril postopek, ki v
polinomskem c¢asu razporedi sladoledarje, bi taisti postopek lahko uporabili tudi za
tisoce drugih NP-polnih problemov. Ali pa, e bi znal nekdo v polinomskem casu barvati
grafe. Ali pa, Ce bi kdo resil katerega drugega - enega, enega samega izmed tisocih NP-
polnih problemov v polinomskem ¢asu! Takoj bi postali v polinomskem ¢asu resljivi vsi.
Vsi problemi, ki so NP-polni, bi postali P-problemi. Mnozici NP in P bi bili enaki, NP = P.

In veste kaj? Se nih¢e ni nasel nobenega tak$nega algoritma. Za niti enega izmed tiso¢ih
problemov. Dobro, potem se to najbrZ ne da? Saj to je tisto: ne vemo. Tudi tega ni uspel
dokazati Se nihce. To je sveti gral teoreticnega racunalniStva. Racunalnikarji verjamemao,
da velja

NP =P

Preprosto zato, ker se nam zdi, da smo dovolj pametni, da bi nekdo Ze naSel kak hiter
algoritem za kak NP-poln problem, ko bi ta le obstajal. A dokler ne dokaZemo, da je res
tako, ne moremo biti prepricani.



